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Гибридная схема для 1-мерного уравнения

∂ f

∂ t
+ v

∂ f

∂ x
= 0 — одномерное модельное уравнение

fn+1
i = fn

i − vi

(
fn
i+1/2 − fn

i−1/2

)
∆t/∆x,

α = (1− |vi|∆t/∆x)/2

fn
i+1/2 = fn

i + α (∆f)i при vi ≥ 0,

fn
i+1/2 = fn

i+1 − α (∆f)i+1 при vi < 0,

где (∆f)i =

 fn
i − fn

i−1 при
∣∣fn

i − fn
i−1

∣∣ ≤ ∣∣fn
i+1 − fn

i

∣∣ ,
fn
i+1 − fn

i при
∣∣fn

i − fn
i−1

∣∣ > ∣∣fn
i+1 − fn

i

∣∣ ,
(∆f)i+1 =

 fn
i+2 − fn

i+1 при
∣∣fn

i+2 − fn
i+1

∣∣ ≤ ∣∣fn
i+1 − fn

i

∣∣ ,
fn
i+1 − fn

i при
∣∣fn

i+2 − fn
i+1

∣∣ > ∣∣fn
i+1 − fn

i

∣∣ .
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Модификация гибридной схемы

fn
i+1/2 = fn

i + α (∆f)i при vi ≥ 0,

fn
i+1/2 = fn

i+1 − α (∆f)i+1 при vi < 0,

где (∆f)i =


fn
i − fn

i−1 при
∣∣fn

i − fn
i−1

∣∣ = M−

fn
i+1 − fn

i при
∣∣fn

i+1 − fn
i

∣∣ = M−

(fn
i+1 − fn

i−1)/2 при
∣∣fn

i+1 − fn
i−1

∣∣ /2 = M−

M− = min
{∣∣fn

i − fn
i−1

∣∣ , ∣∣fn
i+1 − fn

i

∣∣ , ∣∣fn
i+1 − fn

i−1

∣∣ /2} ,
(∆f)i+1 =


fn
i+2 − fn

i+1 при
∣∣fn

i+2 − fn
i+1

∣∣ = M+

fn
i+1 − fn

i при
∣∣fn

i+1 − fn
i

∣∣ = M+

(fn
i+2 − fn

i )/2 при
∣∣fn

i+2 − fn
i

∣∣ /2 = M+

M+ = min
{∣∣fn

i+2 − fn
i+1

∣∣ , ∣∣fn
i+1 − fn

i

∣∣ , ∣∣fn
i+2 − fn

i

∣∣ /2} .
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Система уравнений газовой динамики

∂ ρ

∂ t
+ div(ρv) = 0

∂ (ρv)

∂ t
+ div(ρv⊗v) =

(
−∇p+ div T̂

)
+ ρF

∂ E

∂ t
+ div

(
(E + p)v

)
= (ρv,F) + div(T̂ · v − j) +Q

где обозначено : p = ρRT — давление, R — постоянная атмо-
сферного газа, T̂ — тензор вязких напряжений, Q — объемная
мощность нагрева/охлаждения за счет поглощения/испускания
электромагнитного излучения, F — ускорение внешних сил, ко-
торое складывается из ускорений силы тяжести, силы Кориолиса
и центробежной силы

F = r
(
Ω2 − g0 r

2
пов/r

3
)
−Ω (Ω, r) + 2 [v ×Ω]
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Обобщение схемы на нерегулярную сетку

∂Q

∂ t
+

∂X

∂ x
+

∂Y

∂ y
+

∂ Z

∂ z
= R+

∂Xν

∂ x
+

∂Yν

∂ y
+

∂ Zν

∂ z
,

где Q —вектор консервативных переменных, x, y, z — декар-
товы координаты, X, Y, Z — вектора потоков в направлении
координатных осей :

Q=


ρ

wx

wy

wz

E

 ,X=


wx

w2
x/ρ+ p

wy wx/ρ

wz wx/ρ

hwx

 ,Y=


wy

wx wy/ρ

w2
y/ρ+ p

wz wy/ρ

hwy

 ,Z=


wz

wx wz/ρ

wy wz/ρ

w2
z/ρ+ p

hwz

 ,

где обозначено : h = (E + p)/ρ ,
p = (γ − 1)

(
E − w2

/
(2 ρ)

)
— давление.
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R — вектор правых частей уравнений :

R =


0

ρFx

ρFy

ρFz

(w, F) +Q

 , Xν =


0

Πxx

Πxy

Πxz

Πxx vx +Πxy vy +Πxz vz − jx

 ,

В этих формулах обозначено : ρ — плотность газа, v —гидро-
динамическая скорость, vx , vy , vz —ее компоненты в декарто-
вых координатах, w = ρv —плотность импульса, wx , wy , wz —
ее компоненты, jx , jy , jz —компоненты вектора потока тепла,
Πxx , Πyy , Πzz , Πxy , Πxz , Πyz —компоненты тензора вязких
напряжений.
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Yν =


0

Πxy

Πyy

Πyz

Πxy vx +Πyy vy +Πyz vz − jy

 ,

Zν =


0

Πxz

Πyz

Πzz

Πxz vx +Πyz vy +Πzz vz − jz

,
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Применяя метод конечного объема для аппроксимации простран-
ственных производных потоков в левой части системы получим :(

∂X

∂ x
+

∂Y

∂ y
+

∂ Z

∂ z

)
k

=
1

Vk

∑
µ

∫
Gk, µ

(
Xnx +Y ny + Znz

)
dS.

Заменяя в последнем равенстве интеграл по грани контрольного
объема на произведение площади этой грани и значения подын-
тегральной функции в центре грани, можно получить явную раз-
ностную схему :

Qm+1
k −Qm

k

∆t
+

1

Vk

∑
µ

Sk, µ

(
Fm

µ −Um
µ

)
= Rm

k ,

где Fm
µ = Xm nx+Ym ny+Zm nz, Um

µ = Xm
ν nx+Ym

ν ny+Zm
ν nz .
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Рассмотрим переход к новой системе координат. Ее оси
обозначим через ξ, η, ζ. Обозначим через ex, ey, ez и через
eξ, eη, eζ направляющие векторы осей исходной и новой систем
координат.

Если nx = 1, то положим ξ = x, η = y, ζ = z.

Если nx = −1, то положим ξ = −x, η = −y, ζ = z.

Если |nx| < 1, то положим eξ = nµ , eζ = [ex × nµ]/δ ,

eη = [eζ × nµ], где δ = |[ex × nµ]| =
√

1− n2
x .

Компоненты плотности импульса определяются по формуламwξ

wη

wζ

 = M̂

wx

wy

wz

 , где M̂ =

 nx ny nz

−δ nx ny/δ nx nz/δ

0 −nz/δ ny/δ

 .

Здесь M̂−1 = M̂T ( M̂ — матрица поворота).
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При переходе от системы координат x y z к системе ξ η ζ

вектор Fµ и вектор консервативных переменных Q переходят
в векторы

P = ω̂µ Fµ =


wξ

w2
ξ/ρ+ p

wξ wη/ρ

wξ wζ/ρ

(E + p)wξ /ρ

 , W = ω̂µ Q =


ρ

wξ

wη

wζ

E

 ,

где ортогональная матрица перехода ω̂µ задана формулой

ω̂µ =


1 0 0 0 0

0 nx ny nz 0

0 −δ nx ny/δ nx nz/δ 0

0 0 −nz/δ ny/δ 0

0 0 0 0 1

 ,
(
ω̂−1
µ = ω̂T

µ

)
.
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Рассмотрим матрицу Якоби Âµ =
∂P(W)

∂W
.

Эту матрицу можно представить в виде Âµ = Ω̂−1
µ Λ̂µ Ω̂µ , где

Ω̂−1
µ и Ω̂µ — матрицы правых и левых собственных векторов.

Λ̂µ — диагональная матрица, по диагонали которой стоят соб-
ственные числа матрицы Âµ :

λ1 = vξ − c , λ2 = λ3 = λ4 = vξ , λ5 = vξ + c ,
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Будем использовать векторы характеристических переменных
в узлах rk и r+ и их разность :

H0 = Ω̂µ ω̂µ Qk =
(
H0

1 , H
0
2 , H

0
3 , H

0
4 , H

0
5

)T
,

H+ = Ω̂µ ω̂µ Q
+ =

(
H+

1 , H+
2 , H+

3 , H+
4 , H+

5

)T
,

∆Hц = H+ −H0 =
(
∆H

ц
1 , ∆H

ц
2 , ∆H

ц
3 , ∆H

ц
4 , ∆H

ц
5

)T
,

где Qk и Q+ — значения вектора Q в узлах rk и r+ .
Введем векторы односторонних приращений характеристиче-

ских переменных в узлах сетки rk и r+ (∆r = r+ − rk) :

∆Hл = Ω̂µ ω̂µ

(
∆r,

(
∇лQ

)−)
, ∆Hп = Ω̂µ ω̂µ

(
∆r,

(
∇пQ

)+)
,

где (∇лQ)
− — тензор градиента вектора Q , вычисленный в

полуцелом узле между r− и rk , (∇пQ)
+ — тензор градиента

вектора Q , вычисленный в полуцелом узле между r+ и r++ .
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Введем вектор характеристических переменных в центре гра-

ни Gk, µ : Hµ =
(
H̃1 , H̃2 , H̃3 , H̃4 , H̃5

)T
, компоненты которо-

го будем вычислять в зависимости от знака диагональных эле-
ментов матрицы Λ̂µ по формулам

H̃i = H0
i + αi β

− при λ̃i ≥ 0,

H̃i = H+
i − αi β

+ при λ̃i < 0, αi = (1−∆t |λ̃i|/|∆r|)/2

Параметры β− и β+ определяются по формулам

β− =



1

2

(
∆Hл

i +∆H
ц
i

)
при

1

2

∣∣∣∆Hл
i +∆H

ц
i

∣∣∣ = M− ,

∆Hл
i при |∆Hл

i | = M−,

∆H
ц
i при

∣∣∣∆H
ц
i

∣∣∣ = M−,

где M− = min

{∣∣∣∆H
ц
i

∣∣∣ , ∣∣∆Hл
i

∣∣ , 1

2

∣∣∣∆Hл
i +H

ц
i

∣∣∣} ,
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β+ =



1

2

(
∆Hп

i +∆H
ц
i

)
при

1

2

∣∣∣∆Hп
i +∆H

ц
i

∣∣∣ = M+,

∆Hп
i при |∆Hп

i | = M+,

∆H
ц
i при

∣∣∣∆H
ц
i

∣∣∣ = M+,

где M+ = min

{∣∣∣∆H
ц
i

∣∣∣ , ∣∣∆Hп
i

∣∣ , 1

2

∣∣∣∆Hп
i +H

ц
i

∣∣∣} .

Вектор потоков Fm
µ в центре грани Gk, µ в исходной системе

координат x y z будем вычислять по формуле

Fm
µ = ω̂−1

µ Ω̂−1
µ Λ̂µ Hµ .
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Система уравнений динамики смеси воздуха и водяного
пара при наличии аэрозолей из воды и льда

Будем рассматривать земной атмосферный газ как смесь воздуха
и водяного пара, в которой могут присутствовать аэрозоли двух ви-
дов: первый состоит из микрокапель воды, а второй— из микрочастиц
льда. Считаем микрокапли воды и микрочастицы льда сферами ра-
диусов 0.1мм и 0.03 мм, соответственно, движущимися относительно
смеси воздуха и водяного пара со скоростями осаждения во внешнем
силовом поле vос

вод и vос
л , определяемыми по формуле Стокса с по-

правкой Каннигэма. Выбранные размеры частиц аэрозолей соответ-
ствуют реальным средним размерам частиц в облаках. Температуру
смеси и частиц аэрозолей считаем одинаковой.

Обозначения : T — температура, ρвоз и ρп — соответственно,
плотности воздуха и водяного пара, v — гидродинамическая скорость
смеси, ρвод и ρл — общая масса в единице объема, соответственно,
водяных капель и микрочастиц льда.
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∂ ρвоз

∂ t
+ div(ρвоз v) = 0,

∂ (ρп + ρвод + ρл)

∂ t
+ div

(
ρп v + ρвод

(
v+vос

вод
)
+ ρл (v+vос

л )
)
= 0,

∂
(
ρсм v + ρвод

(
v + vос

вод
)
+ ρл (v + vос

л )
)

∂ t
+

+div
(
ρсм v⊗v+ρвод

(
v+vос

вод
)
⊗
(
v+vос

вод
)
+ ρл(v+vос

л )⊗(v+vос
л )
)
=

= −∇p+ div T̂ + (ρвоз + ρп + ρвод + ρл)F,

∂ E

∂ t
+ div

(
Eсм v + Eвод (v + vос

вод) + Eл (v + vос
л )
)
=

=
(
ρсм v + ρвод(v+vос

вод) + ρл(v+vос
л ), F

)
+ div(T̂ · v − pv − j) +Q
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E = Eсм + Eвод + Eл , Eл = ρл
(
(v + vос

л )2/2 + Cл T
)
,

Eвод = ρвод

(
(v + vос

вод)
2/2 + Cвод (T − T0) + q пл + Cл T0

)
,

Eсм = ρсм v2/2 + 3 p/2 + ρп

(
q0исп + q пл + Cл T0 − 3R п T0/2

)
.

Послойный переход по времени осуществлялся в два этапа. На
первом этапе рассчитывались потоки через грани контрольных
объемов узлов сетки массы воздуха, импульса, полной энергии, а
также потоки массы водяного пара и потоки массы микрочастиц
из воды и льда без учета фазовых переходов. Затем вычисля-
лись масса воздуха, импульс, полная энергия и масса воды во
всех фазовых состояниях в контрольных объемах узлов сетки на
новом временном слое. На втором этапе в контрольных объемах
узлов сетки при помощи уравнения состояния определялись тем-
пература и распределение воды между фазовыми состояниями,
то есть на этом этапе учитывались фазовые переходы воды.
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На первом этапе уравнение баланса содержания воды во
всех фазовых состояниях заменялось на уравнения

∂ ρвод

∂ t
+ div

(
ρвод

(
v + vос

вод
) )

= 0,

∂ ρл

∂ t
+ div

(
ρл (v + vос

л )
)
= 0,

∂ ρп

∂ t
+ div ( ρп v ) = 0.

Уравнение баланса импульса смеси заменялось на уравнения

∂
(
ρвод

(
v + vос

вод
))

∂ t
+ div

(
ρвод

(
v + vос

вод
)
⊗
(
v + vос

вод
))

= 0,

∂ (ρл (v + vос
л ))

∂ t
+ div

(
ρл (v + vос

л )⊗(v + vос
л )
)
= 0,

∂ (ρсм v)

∂ t
+ div

(
ρсм v⊗v

)
= −∇p+ div T̂ + (ρсм + ρвод + ρл)F.
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Уравнение для полной энергии заменялось на уравнения

∂ Eвод

∂ t
+ div

(
Eвод (v + vос

вод)
)
= 0,

∂ Eл

∂ t
+ div

(
Eл (v + vос

л )
)
= 0,

∂ Eсм

∂ t
+ div (Eсм v) =

(
ρсм v + ρвод(v+vос

вод) + ρл(v+vос
л ), F

)
+

+div( T̂ ·v − pv − j ) +Q ,

где обозначено : ρсм = ρвоз + ρп ,

p = (ρвоз R воз + ρп R п) T — давление смеси,
R воз — газовая постоянная воздуха,
R п — газовая постоянная водяного пара,
T̂ — тензор вязких напряжений.
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На втором этапе температура T и плотности ρп , ρвод

и ρл определялись значениями ρвоз , суммы ρп + ρвод + ρл , и
объемной плотности внутренней энергии среды

W = E −
(
ρсм v2 + ρвод (v + vос

вод)
2 + ρл (v + vос

л )2
)
/2

при помощи 4-х условий : ρп ≤ ρmax
п (T ) ; ρп = ρmax

п (T ) при
ρвод + ρл > 0 ; ρвод = 0 при T < T0 ; ρл = 0 при T > T0 .
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Зависимость плотности насыщенного пара ρmax
п от темпера-

туры задается уравнением

ρmax
п (T ) =

(
T/T0

)a
exp
(
b (T − T0)/(T T0)

)
pmax
0 /(Rп T ) ,

где pmax
0 — давление насыщенного пара при T = T0 , а парамет-

ры a и b определяются по формулам :

при T ≥ T0

a = (3/2− Cвод/R п) , b =
(
q0исп − T0 (3R п/2− Cвод)

)
/R п ,

при T < T0

a = (3/2− Cл/R п) , b =
(
q0исп + q пл − T0 (3R п/2− Cл)

)
/R п ,

где R п — газовая постоянная водяного пара, q0исп — удельная
теплота испарения воды при T = T0 , q пл — удельная теплота
плавления льда при T = T0 , а Cвод и Cл — удельные тепло-
емкости воды и льда, которые считаются постоянными.
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